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SZAMOK - TERMESZETES SZAMOK

» az egyesével valé szamolas soran keletkezé 1, 2, 3, .. .n,
...szamok a természetes szamok

~ halmazan mindig elvégezhet6 az Gsszeadas és a szorzas
miivelete




SZAMOK - TERMESZETES SZAMOK

V abeN d ceN :a+b=c
Osszeadasra ZART.

V abceN (a+b)+c=a+(b+c)




V abeN d ceN :a-b=c
Szorzasra ZART.

V a,b,ceN (ab)c = a(bc)

Szorzasra ASSZOCIATIV.

Semleges elem az 1.

Egységelemes félcsoport az a halmaz, amely zart és
asszociativ egy miiveletre, és semleges elemet is tartalmaz.
A természetes szamok halmaza tehat egységelemes
féelcsoport a szorzas miiveletére.
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SZAMOK - TERMESZETES SZAMOK

a,beN 4 a+b=b+a




SZAMOK - EGESZ SZAMOK

- ...-2,-1,0, 1,2, ...

© az Osszeadas, a szorzas és a kivonas is mindig elvégezhetd




V abeZ I ceZ :a+b=c
Osszeadasra ZART.
V abceN (a+b)+c=a+(b+c)

Osszeadasra ASSZOCIATIV.

3 0€Z V aeZ a+0=a
SEMLEGES ELEM

V a€Z 3 dezZ a+ad=0
INVERZ

Ha egy halmaz valamilyen miiveletre (Z,+) zart, asszociativ, létezik inverz és
semleges elem, akkor azt csoportnak hivjuk. Ha a csoport disztributiv
tulajdonsaggal is rendelkezik, akkor gyiiriinek hivjuk.
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elGallithatéak két egész szam hanyadosaként

minden racionalis szam felirhaté véges tizedes tort vagy
végtelen szakaszos tizedes tort (periodikus tort) alakjaban.
tartalmazza az egész szamok halmazat

az Osszeadas, a szorzas, a kivonas és az osztas is mindig
elvégezhet6, kivéve a nullaval valé osztast

Mivel az Gsszeadas és a szorzas kommutativ és
asszociativ ((Q, ), ha Q\0 és (Q, +) csoportok ), tovabba
a szorzas disztributiv, ezért a racionalis szamok halmaza
TEST.
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SZAMOK - IRRACIONALIS SZAMOK

~ végtelen, nem szakaszos tizedes tortek




SZAMOK - VALOS SZAMOK

~ a racionalis és az irracionalis szamok egyiitt alkotjak a valds
szamok halmazat (R) (R= QU /)

Z
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SZAMOK - KOMPLEX SZAMOK

» hozzacsatolunk a valés szamok halmazahoz egy i-vel jel6lt aj

elemet, amellyel ugyan agy kivanunk miiveleteket végezni,
mint a valds szamokkal, és kikdtjiik, hogy

==l




A komplex szamok: A komplex szam altalanos alakja
z =« + Bi, ha itt o és § minden valés értéket felvesznek, az
a-t a komplex szam valds részének, a Si-t a képzetes
részének nevezziik. a=Re z f=Im z
a szorzas, Osszeadas, kivonas és osztas miiveletét ugyanolyan
szabalyok szerint végezziik el, mint a valés szémok koréban,
méghozza agy, hogy a a+ bi as a ¢ + di komplex szamok
Osszegére, illetve szorzatara a kovetkezd teljesiilnek:

(a+bi)+(c+d)=(a+c)+(b+d)i
(a+bi)(c+di) = ac+ bci+adi+bdi® = (ac— bd)+(bc+ad)i
A komplex szam akkor, és csakis akkor egyenld nullaval, ha a
valGs és a képzetes része is nulla. Két komplex szam akkor,

és csakis akkor egyenl8, ha a val6s és a képzetes résziik is
egvenld.
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KOMPLEX SZAMSIK

» a komplex szamokrdl és a miiveleteikrsl szemléletes képet
kapunk Ggy, hogy a komplex szamokat a sikban abrazoljuk

~ egy derékszogii koordinata-rendszerben az a + bi komplex
szamhoz rendeljitk hozza azt a pontot, amelynek koordinatai




ily médon az a + 0/ alak(i szdmhoz, azaz a val6s szamokhoz a
(a,0) tipust pontok, tehat az x tengely pontjai tartoznak, az x
tengely tehat a valés tengely

a 0+ bi tipusa képzetes szamokhoz a (0,b) koordinataju
pontok, tehat az y tengely pontjai rendelhtSek hozza, az y
tengely tehat a képzetes tengely

ily médon a sik pontjai és a valds szamok kozott kdlcsondsen
egyértelmi megfeleltetés jon |étre, minden ponthoz tartozik
egy, és csakis egy komplex szam, és minden komplex szamhoz
egy, és csakis egy pont

A komplex szamokkal igy megjelolt sikot komplex
szamsiknak nevezziik.
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a valds tengely pozitiv felét a 0 koriil elforgatva fedni fogja a z
vektort, ez a forgasszoget a z argumentumanak
(iranyszogének) nevezziik.

az argz = ¢ vagy + vagy -, attdl fiigg6en, hogy a valds
tengelyt milyen iranya elforgatas viszi a z vektorba

a z vektor nem hatarozza meg egyértelmiien az iranyszoget,
mert a ¢, ¢ + 2w, ¢ + 4w, - = ¢ + k2m iranyszdgekhez (és
csakis ezekhez) ugyanaz az irany tartozik, viszont az iranyszdg
a vektor iranyat egyértelmiien meghatarozza

a 0-hoz tetszéleges iranyszog tartozhat
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A z pontnak a 0 ponttél mért tavolsaga a z komplex szam
abszolat értéke, jele: |z|. Pitagorasz-tétele szerint

|z| = Va2 + b2, ez akkor is igaz, ha a z val6s vagy képzetes
szam. Komplex szam abszolit értéke tehat nemnegativ valds
szam.

A szorzat abszolat értéke egyenl6 a tényezGk abszoliit
értékének szorzataval. |z;z;| = |z1] - |z2|. A hanyados abszolat
értéke a szamlalé és a nevezd abszolat értékének hanyadosa.

_ |zl
|22

Z1
Z2
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Az a+ bi és a a— bi komplex szamok egymas konjugaltjai, a
komplex szamsikon a konjugalt és a komplex szamokhoz
tartoz6 pontok a valds tengelyre tiikrosen helyezkednek el.
A valés szamok egyenl6ek a konjugaltjukkal. A konjugalt
szamok abszolatértéke egyenl |z| = |z x|, az iranyszGgek
viszont egymas ellentetjei argz = —argzx.

Két konjugalt komplex szam szorzata abszolatértékiik
négyzetével egyenlé. z x z = |z|?
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Levezethet6k a kovetkezé allitasok:
az Osszeg konjugaltja egyenl6é az 6sszeadanddk
konjugaltjanak Gsszegével
a szorzat konjugaltja egyenl6 a tényez6k konjugaltjanak
szorzataval
a hanyados konjugaltja egyenl6 a szamlalé és a nevezé
konjugaltjanak hanyadosaval
két komplex szam szorzatanak iranyszoge a tényezdk
iranyszogeinek az Osszegével egyenld, azaz
argzy1zp = argzy + argzr
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KOMPLEX SZAMOK TRIGONOMETRIKUS ALAKJA

A z = o+ (i kifejezést a komplex szamok algebrai alakjanak
nevezziik. Ha a komplex szamot abrazolé pont derékszogii
koordinatairdl attériink a polarkoordinatakra, akkor a
trigonometrikus alakjat kapjuk:




KOMPLEX SZAMOK TRIGONOMETRIKUS ALAKJA

» az a, B és r, ¢ kozott ugyanaz az Osszefiiggés all fenn, mint

~ L

barmely pont derékszogii és polarkoordinatai kozott:

o = rcos ¢




KOMPLEX SZAMOK EXPONENCIALIS ALAKJA

Az 1 abszolat értékii és ¢ iranyszogii komplex szamot e'?-vel
jeldljiik, ahol az e a természetes logaritmus alapszama, tehat
cos ¢ + isin ¢ = e'?
~ ennek megfelel6en az r abszolat értékii és ¢ iranyszogii
komplex szam exponenciélis alakja: r(cos ¢ + isin ¢) = re'®

- A szorzas miivelete;




KOMPLEX SZAMOK EXPONENCIALIS ALAKJA

» Az osztas miivelete;

A _ N i(¢1—¢2)
22 rn

» A hatvanyozas mivelete:

[r(cos ¢ + isin®)]" = r" [cos(n¢) + isin(ng)] = (rei¢)n = r"ei?




A.













(243i)(3—2i) =5+9i—4i—6i> = 5+9i—4i—6(—1) = 12+5i




(243i)(3—2i) =5+9i—4i—6i> = 5+9i—4i—6(—1) = 12+5i




(2431)(3—2i) =549/ —4i—6i2 = 549/ —4i—6(—1) = 1245/




(2+43i)(3—2i) =5+9i—4i—6i> = 5+9i—4i—6(—1) = 12+5i




(2+43i)(3—2i) =5+9i—4i—6i> = 5+9i—4i—6(—1) = 12+5i




(2+43i)(3—2i) =5+9i—4i—6i> = 5+9i—4i—6(—1) = 12+5i




Szamitsuk ki a z; = 2v/3 + 2i és z, = 1 + i komplex szamok
szorzatat!













(2V/3+2i)(14i) = 2v/3+2i+2V3i+2i% = (2v/3-2)(2V/3+2)i







2. PELDA

A.

(2V3+42i)(14i) = 2v3+2i+2V3i+2i% = (2v/3-2)(2V/3+2)i

n=1/(2v3)2+ (22 =Vi2+4=14




2. PELDA

A.

(2V/3+2i)(1+i) = 2v/3+2i+2V3i+2i% = (2v/3-2)(2V/3+2)i

n=1/(2V32+(2)2=Vi2+4=4




(2V3+2i)(1+i) = 2v3+2i+2V3i+2i% = (2v/3-2)(2V/3+2)i




Legyen adott két nem iires halmaz: A és B. Ha a halmaz
elemeihez — valamilyen utasitas szerint — egyértelmiien
hozzarendeljiik a B halmaz bizonyos elemeit, akkor egy
fliggvényt adtunk meg.

Az A halmaz a fliggvény értelmezési tartomanya, a B
halmaz azon részhalmaza, mely a hozzarendelés soran
ténylegesen felhasznalédik: a fiiggvény értékkészlete.
Gyakran el6fordul, hogy az értékkészlet elemeihez, mint
értelmezési tartomanyban egy (jabb egyértelmii hozzarendelést
hajtunk végre. llyenkor Gsszetett, fliggvényrdl beszéliink.
A fiiggvényeket a Descartes-féle derékszogii
koordinatarendszerben abrazolhatjuk
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Az f(x) fiiggvény szigorGian monoton ndvekvs az [a,b]
intervallumban, ha V x; < x» esetében f(x1) < f(x2).

Az f(x) fiiggvény szigoriian monoton csokkend az [a,b]
intervallumban, ha V x; < x» esetében f(x;) > f(x2).

Az f(x) fiiggvény feliilrél korlatosnak mondhaté, ha 3 K
szam, hogy az értelmezési tartomany minden x elemére
f(x) <K

Az f(x) fiiggvény alulrél korlatosnak mondhaté, ha 3 k

szam, hogy az értelmezési tartomany minden x elemére
f(x) >k

Ha az f(x) fiiggvény feliilr6l és alulrél is korlatos, akkor
korlatos fiiggvénynek mondjuk.
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Az f(x) fiiggvény paros, ha az alabbi két kdvetelmény
teljesiil: ha x € ET, akkor —x € ET, tovabba vV x € ET
f(x) = f(—x).

Ebbé| kovetkezik, hogy a paros fiiggvények grafikus képe az
y-tengelyre tengelyesen szimmetrikus.

Az f(x) fiiggvény paratlan, ha az alabbi két kévetelmény
teljesiil: ha x € ET, akkor —x € ET, tovabba vV x € ET
f(x) = —f(—x).

Ebbdl kovetkezik, hogy a paratlan fiiggvények grafikus képe az
origéra kézéppontosan szimmetrikus.

Az f(x) fiiggvény periodikus, és a periodusa a p > 0,
peR, haV xeET f(x)=f(x+kp) ke Z.
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Legyen az y = f(x) fiiggvény értelmezve a a hely egy
kornyezetében, magat az a helyet esetleg kivéve.

A fiiggvény hatarértéke vagy limesze az x = a helyen A,
jelben

limy—,f(x) = Avagy f(x) > Aha x—a

ha mikézben x minden hataron tial kdzeledik az a-hoz, az
f(x) fiiggvény minden hataron til kozeleik az A-hoz.
Nem sziikséges, hogy az f(x) fuggvény az x = a helyen az A
értéket vegye fel, de még az sem, hogy értelmezve legyen.

Az lim,_,, f(x) = A hatarérték akkor létezik, ha megadva
egy tetszélegesen kicsi pozitiv ¢ szamot, talalhaté egy
masik pozitiv 7 szam gy, hogy |x — a| < n esetében
|f(x) — A| < ¢, kivéve esetleg az a értéket.
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Az f(x) fiiggvénynek az x = a helyen a bal oldali
hatarértéke A~ —, ha az a szamhoz minden hataron tal
alulrél kozeledd x értékek esetén a fiiggvényérték
minden hataron til kozeledik az A~ értékhez:

A" =limy,, o f(x) = f(a—0).

Az f(x) fiiggvénynek az x = a helyen a jobb oldali
hatarértéke A", ha az a szamhoz minden hataron tal
feliilr6l kozeledd x értékek esetén a fiiggvényérték
minden hatéaron tal kdzeledik az AT értékhez:

AT = limy_ 10 f(x) = f(a+0).
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FUGGVENYEK HATARERTEKEIRE VONATKOZO
TETELEK

| Alland¢ fiiggvény hatarértéke: Allandé fiiggvény hatarértéke
egyenl6 magaval ezzel a mennyiséggel:

im A=A

X—a

~ Osszeg vagy kiilonbség hatarértéke: Véges sok fiiggvény
barmilyen el6jellel vett Gsszegének a hatarértéke egyenls a

«O0>» «F» «E>»



Szorzat hatarértéke: Véges sok fliggvény szorzatanak a
hatarértéke egyenld a fiiggvények hatarértékének szorzataval,
feltéve, hogy a hatarértékek kiilon-kiilon |éteznek és végesek:

im [£(x)6(x)e()] = Jim £(x) lim ¢(x) lim 4(x)

X—a X—a

Hanyados hatarértéke: Két fiiggvény hanyadosanak hatarértéke
egyenlé a fliggvények hatarértékének hanyadosaval:

bm f(x) _ limy 4 (x)
x=a @(x)  limya d(x)

feltéve, hogy a hatarértékek kiilon-kiilon léteznek, végesek és

limy—,d(x) #0
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FUGGVENYEK HATARERTEKEIRE VONATKOZO
TETELEK

valamely kérnyezetében két masik fiiggvény, ¢(x) és 1(x)

~ Kozrefogas (renddrelv): Ha az f(x) fliggvény értékeit az a pont

D\ X




HATARERTEKEK KISZAMITASA - 3. PELDA

. Alkalmas atalakitassal
O limyg % =lime1(x®+x+1)=3
B. Iimx_)o l-t(x_l = |imx_>0 — 1X_1)(_1+X_1) = 7‘ 1+X1 =




Ha 2, 2,000, 00 — 00, 00, 0c?, 1 alakd hatarozatlan
kifejezések lépnek fel, akkor a Bernoulli-I’'Hospital-szabalyt
alkalmazzuk
9 vagy = alaki hatarozatlan kifejezések
H az f(x ) = ¢E fuggvényre limy_,, ¢(x) = 0
limy_,9(x) = O vagy limy_, ¢(x) = oo limy_, ¥(x) = o0
a ¢(x), Y(x) fiiggvények egy, az a pontot tartalmazé
intervallumban értelmezve vannak (magaban az a pontban
nem kell, hogy értelmezve legyenek) és differencialhatok,
tovabba 1'(x) # 0, akkor lim,_,, f(x) = lim,_, j;,( 2. feltéve,
hogy ez utdbbi hatarérték létezik.
Az eljarast akarhanyszor megismételhetjiik.
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HATARERTEKEK KISZAMITASA

1+ 000 alak( hatarozatlan kifejezések

~ Ha az elébbi esethez hasonlé differencialhatésagi feltételek
mellett fennall f(x) =

d(x)(x), valamint limy_,, ¢(x) =0




HATARERTEKEK KISZAMITASA

00 — oo alakd hatarozatlan kifejezések

~ Ha az el6bbi esethez hasonlé differencialhatésagi feltételek
mellett fennall f(x) = ¢(x) — ¥(x), valamint
limy— 2 @(x) = oo limy_,,9(x) = 0o, akkor a limy_,, f(x)




00, 00?, 1° alaki hatarozatlan kifejezések

Ha a kdrnyezetében ¢(x) > 0, f(x) = ¢(x)¥™), valamint
limy— 5 @(x) =0 limy_,,9(x) = 0, akkor el6szor az

In f(x) = ¢(x) In ¢(x) kifejezés A hatarértéket szamoljuk ki,
amely 0 - co alaki

ha ez létezik, akkor utana pedig végeredményként az e
értéket

ha ¢(x) > 0, de barmilyen kis kdrnyezetében van x, hogy
¢(x) = 0, akkor ezen x-ekre 1(x) > 0 lehet csak, és ekkor a
hatarérték csak 0° = 1 vagy 0%¥(*) = 0 lehet aszerint, hogy
mindezekre x-ekre ¢(x) = 0, vagy pedig a-hoz elég kdzel mar
1(x) > 0; mindkét esetben csak a tébbi x-re kell és lehet a
fenti eljarassal eldonteni, hogy ezekre is 1, illetve 0-e a
hatarérték
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Hatéarozzuk meg az alabbi figgvények fiiggvényhatarértékeit!
g 33241




2 1

Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények fiiggvényhatarértékeit!




2 1

Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények fiiggvényhatarértékeit!




Hatéarozzuk meg az alabbi fiiggvények fiiggvényhatarértékeit!

. 3_5,2 . 3-24.L
|im 3 =2x4l i T xT3 3




Hatéarozzuk meg az alabbi figgvények fiiggvényhatarértékeit!

2 1
] 332341 _ 3—%ts _ 3
My e T = iMoo 2 = 2
X o 5X3+6 X o 5+X63 5




Hatéarozzuk meg az alabbi figgvények fiiggvényhatarértékeit!

: 332341 _ : 33+ 3
A. ||mx_>oo T 5x3+6 = ||mx_>oo W =5
X




o limy s

Hatéarozzuk meg az alabbi figgvények fiiggvényhatarértékeit!
3x3-2x2+1

2 1
i 2
3 - X o 6 -
5x3+6 5+-3 5
~lim V3422 _ |im

V3+z—2 x-1




Az f(x) fiiggvényt az xp helyen folytonosnak mondjuk, ha
ott értelmezve van, és hatarértéke megegyezik a
helyettesitési értékével. Ha az f(x) fiiggvény az ET
minden pontjaban folytonos, akkor f(x) fiiggvényt
folytonos fiiggvénynek nevezziik.

Nagyon sok esetben sziikségiink lehet valamely folytonos
fliggvény egy adott P pontjaban az érintdjére, illetve fontos
informaciét arul el az adott helyen az érinté meredeksége.

Ezt a kovetkezé képpen kapjuk meg.
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DERIVALT

» A P pont koordinatai: P(xp,f(xp))

» Vegyiink fel egy tetszéleges x helyet, illetve az ehhez a helyhez
tartozé Q pontot: Q(x,f(x))

+ Irjuk fel a P és Q pontokon 4tmend szel6 meredekségét

_ ()~ flx)

mpq




Ha most képezziik e kifejezés hatarértékét x — xg esetén,
akkor éppen a P pontbeli érint6 meredekségét kapjuk meg.
Ezt a hatarértéket nevezziik az f(x) fiiggvény xqp helyhez
tartozé derivaltjanak.

Ha létezik az alabbi hatarérték, akkor ezt a hatarértéket
nevezziik az f(x) fiiggvény differencialhanyadosanak,
azaz derivaltjanak.

= f(X) — f(x(]) _ f,(X)

X—>XQ X — XO

Ha az f(x) fiiggvény az értelmezési tartomany minden
pontjaban differencialhaté, akkor az f'(x) fiiggvényt
nevezziik f(x) derivalt-fiiggvényének.

BERNADETT BELucz EO6TVvOs LORAND TUDOMANYEGYETEM, BUDAPEST, MAGYAR NaPFizikai ALAPITVANY, GyuLa



DERIVALASI SZABALYOK

» Konstans fliggvény derivaltja:

=0

~ Konstanssal szorzott fiiggvény derivaltja:

[ef ()] = ef'(x)




DERIVALASI SZABALYOK
» Két fliggvény hanyadosanak derivaltja:

[f (X)]' _ 'xe(x) — g'(x)f(x)

g(x)] g%(x)

~ Osszetett fiiggvény derivaltja:




ELEMI FUGGVENYEK DERIVALTJAI

f(@) Df fe)  Df
c (ceR) R 0 R
i R 1 R
Eo(keN) R Ezbt R
5 (ke N) R\ {0} (~k)a—*~1 R\ {0}
(keR) R+0 ket E+
R cos(z) R
R —sin(z) R
RA{EE 4 DE} b R\ {2+ 1E}

R\ {kr) ~mim R\{kT)

R\ {(2k +1)T) 2 RBA {(2k+1)3}
R\ {kr} —SE R\{kn)

i3 keh® R

R+ T E+

R In(a) -a®* R

[~1.1] = (LD

[71v 1] 7\/li—zf (71’ 1)

R e B




PARCIALIS DERIVALAS

» A tobbvaltozos valés f fliggvény valtozéi koziil egy kivételével
az Osszes tobbit tekintsiik allandénak.

> Az |gy keletkez6 egyvaltozés fiiggvény derivalhatd, ha a




Az f(x,y) kétvaltozés valés fiiggvény (xp,y0) helyhez
tartozo x szerinti parcialis differencialhanyadosan a

i f(xo0 + h, yo) — f(x0, o)
m
h—0 h

hatarértéket, y szerinti parcialis differencialhanyadosan
pedig a

lim f(x0, o + h) — f(x0, o)

h—0 h

hatarértéket értjiik, feltéve, hogy ezek léteznek (és
végesek).
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PARCIALIS DERIVALAS

~ A kétvaltozos f fliggvény x szerinti, illetve y szerinti parcialis
derivaltjan azt a kétvaltozés fiiggvényt értjiik, amelynek
értelmezési tartomanya mindazokbél a pontokbdl all, ahol




PARCIALIS DERIVALAS

» Az f flggvény x, illetve y szerinti parcialis derivaltjanak

jelolésére az %, illetve g—; szimbo6lumot hasznaljuk.
» A derivaltak helyettesitési értékét az egyvaltozés
fiiggvényekhez hasonléan:




PARCIALIS DERIVALAS

» a kétvaltozos fiiggvény parcialis derivaltjanak geometriai
jelentése az abran

~ metsziik el a z = f(x, y) feliiletet y = yp sikkal. Ekkor a
f/(xo, yo) parciélis differencialhanyados a z = f(x, yp)

metszetgdrbe xp helyhez tartozé érint6jének iranytangensével

egyenl, azaz f)(xo, yo) = tan a.

dlNdlO DE 108 Al



TELJES DIFFERENCIAL
» A z=1f(x,y) egyenlettel adott feliilet P(x,y, f(x,y))

pontjara illeszked6 és az x,z-sikkal parhuzamos, illetve az
y,z-sikkal parhuzamos sikok &ltal kimetszett gorbék mentén az

f fiiggvény Az, ill. A,z megvéltozasa:
Dz = f(x+Dxy)=f(x,y) Byz=T(x,y+Ady)=1f(xy)

/\




TELJES DIFFERENCIAL

» Tth, hogy az f fiiggvénynek egy (x,y) pont kdrnyezetében
folytonos parcialis derivaltjai vannak. Ekkor a fiiggvény teljes
megvaltozasa kifejezhet6 a partialis derivaltakkal:

_0f(xy) L 9 (xy)

Az Ax + Ay + e Ax + ex Ay,

ox dy




A z fiiggvény (xo, yo) pontbeli teljes differencialjat, a
Ax = x — xg, 0y = y — yo jelolés bevezetésével

0z 0z
dz = <—> (x —x0) + <—> (v — o)
8X X=X0,Y=Y0 8')/ X=X0,Y=Y0

alakra hozva a fiiggvény teljes megvaltozasanak kozelité
becslésére hasznalhatjuk az (xp, yo) pont kdrnyezetében, ha
X — Xg, ¥ — Yo valamint a partialis derivaltak elegendé kicsik
Felhasznalva azt, hogy az x : (xp,Y0) — X0 és y : (X0, Y0) — Yo
fiiggvények teljes differencialjai:

dx=x—x0 dy=y—yo

igy a fenti formula alakja:
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Szamitsuk ki a kovetkezé derivaltakat!

~ [4sinx —3cosx]




Szamitsuk ki a kdvetkezé derivaltakat!




Szamitsuk ki a kovetkezé derivaltakat!

~ [4sinx — 3cosx] = 4cosx + 3sinx




Szamitsuk ki a kdvetkezé derivaltakat!

~ [4sinx —3cosx]' = 4cosx + 3sinx




Szamitsuk ki a kdvetkezé derivaltakat!
~ [4sinx —3cosx]' = 4cosx + 3sin x
sin?(x)+x4 1" (sin2(x)+x%) 2x—(sin?(x)+x4)(2x)’




Szamitsuk ki a kdvetkezd derivéltakat!
~ [4sinx —3cosx]' = 4cosx + 3sin x

sin?(x)+x* ’= (sin?(x)+x*) 2x—(sin?(x)+x*)(2x)’ _
2x 2x)?




Szamitsuk ki a kovetkezd derivaltakat!
~ [4sinx —3cosx]' = 4cosx + 3sin x

in2(x)4x*]’ in?(x)+x*) 2x—(sin?(x)+x*)(2x)’
. [ G+ ] _ (sin2()+ )2(2X()s2 ()+x4)(2x)




6. PELDA

P

Szamitsuk ki az f(x) fliggvények szélsGértékeit a derivalt fiiggvények
izsgala 3!




6. PELDA

Szamitsuk ki az f(x) fliggvények szélsGértékeit a derivalt fiiggvények
vizsgalataval!
() =33+ 1x—6x+8




7. PELDA

Az f(x) = asinx + % sin 3x fiiggvénynek milyen a értéke mellett




7. PELDA

Az f(x) = asinx + % sin 3x fiiggvénynek milyen a értéke mellett
lesz szélsGértéke az x = % helyen?

1
f(x) = asinx + gsin3x

1




Az F(x) fliggvényt az f(x) fliggvény primitiv
fiiggvényének (hatarozatlan integraljanak) nevezziik az
(a,b) véges vagy végtelen intervallumban, ha a
differencialhanyadosa ezen intervallum minden
pontjaban f(x). Ha

dF (x)

f(x) = b = F(x)

akkor
/f(x)dx = F(x).

Az integraljel mogott all6 fliggvény az integrandus.
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HATAROZATLAN INTEGRAL

~ Legyen az f(x) fiiggvény valamely primitiv fiiggvénye F(x),
akkor F(x) + C is primitic figgvénye az f(x)-nek, mert
konstans derivaltja nulla.

y= [ f(x)dx = F(x)+ C




HATAROZATLAN INTEGRAL

» Ha egy (a,b) intervallumban — amely lehet véges vagy végtelen

/ ANk = 1) & ) / 0 = ) &+ b

akkor az (a,b) intervallumban a két fiiggvény osszege, illetve
kiilonbsége is integralhatd, és



ALAPINTEGRALOK

+1
[kox=k-x+e [xﬂdx:’%n mr1) [ La—me+e
. - 1 Y X
J‘si.nxdlx=7cosx+ ® J‘cusxdx:sinx +e

. %
[exdx:exﬂ: |axdx:a—+c
- - Ina

[shxdr=chx+c (magyar) |sinhxcx=coshx+c (nemzetkizi)

.|. chxdx=shx+e (magyar) [cosllx dr=sinhx+¢  (nemzetkozi)

P 1 f 1 g
| —5— @ =tg x+e (magyar) | o dx=tanxte  (nemzetkoz)
Y cos'xX T L0sTX

a1 1 -
| == dx = —etg x+e (magyar) J ——— dx=-eotx te (nemzetkdzi)
x sin‘x

1 Pl .
| — @x=arctgx ¢ (magyar) | = dx = arctan X +¢  (nemzetkdzi)

Sl

2 +
[Lem Lt
v lx 2 1x

dx =arshx+c¢ (magyar) = aresinhx-+c (nemzetkdz)

dx = arch x +¢ (magyar) = arccoshx+c (nemzetkdzi)



8. PELDA

Hatéarozzuk meg a fliggvények primitiv figgvényét!
- [ xPdx




8. PELDA




8. PELDA




8. PELDA




8. PELDA













Legyen adott az y = f(x) fliggvény, amely egy [a,b] zart
intervallumban mindeniitt értelmezett. Az y = f(x) fiiggvény
a-tél b-ig vett hatarozott integraljanak az alabbi szamot
nevezziik:

n

b
/ f(x)dx = lim Z f(ni)Ax;,

Ax;—0,n—00 £ N
=

ahol Ax; az [a,b] zart intervallum i-edik részintervallumanak
hossza, f(7;) az i-edik részintervallum tetszéleges pontjahoz
tartozé fiiggvényérték.

Az Gsszeg hatarértékét kell képezniink abban az esetben,
amikor az intervallum osztépontjainak a szamat gy noveljiik,
hogy mindegyik részintervallum hossza nullahoz tart.
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Ha a felirt hatarérték létezik, akkor az y = f(x) fiiggvény az
a-t6l b-ig terjed6 zart intervallumban integralhato.

A hatérozott integral a hatarozatlan integral ismeretében
konnyen kiszamithatd, ugyanis a Newton-Leibniz-féle formula:

b
/a F(x)dx = F(b) — F(a) = [F(x)]3,

ahol F(x) az f(x) fliggvény barmely primitiv fliggvénye, mas
széval hatérozatlan integrélja, és [F(x)]Z azt jeloli, hgy a
szogletes zardjelben allo fliggvények b helyen vett helyettesitési
értékébdl ki kell vonni az a helyen vett hlyettesitési értékét.
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HATAROZOTT INTEGRAL

» A hatarozott integral kiszdmitasa tehat a kdvetkezd
részfeladatokbdl all:
1. Az integrandus valamely primitiv fliggvényének a




A hatérok felcserélése esetén a hatarozott integral el6jelet valt:

/a ; F(x)dx = — /b " f(x)dx

Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumban integralhaté, és a
¢ pont az [a,b] intervallum belsé pontja, akkor az a-tél c-ig,
valamint a c-tdl b-ig szamitott intergalok dsszege az a-tdl b-ig
szamitott ingergallal egyenld

/a ’ Flx)dx = / " Flx)dx+ / ’ (x)dx

Ha egy fiiggvény az [a,b] intervallumban (ahol a<b)
nemnegativ, akkor

/ab F(x)dx > 0
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HATAROZOTT INTEGRAL

» A hatarozott integral kiszamitasanal alkalmazhaté tételek:

/ab cf (x)dx = c/ab f(x)dx

b b b




9. PELDA

Szamitsuk ki az integralokat!
4




9. PELDA
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9. PELDA




9. PELDA

Szamitsuk ki az integralokat!




